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1. Ф ормализация позиционны х задач
в классе обобщ енных управлений с последействием
Рассмотрим управляемую  систему
x{t) = f t ( t ,  x(t),  u ( t ) ,u ( t  -  т)) +  f 2(t, x(t) ,  v(t)).  (1.1)
Здесь x  G R n — ф азовый вектор; и и v — управления, стесненные огра­
ничениями и G Р, v G Q; Р  и Q — компакты  в R m и М! соответственно; 
t G [to, $]; т > 0 — постоянная величина запаздывания; функции /i(£ , х , и , гг) 
и / 2(£, ж, v) определены соответственно на [£о, 0] x R n х Р  х Р  и [£q, 0] x R n x Q, 
причем в области определения они непрерывны по совокупности перемен­
ных, локально липшицевы по х  и удовлетворяют условию равномерной про­
должимости \ f ( t , x , u , v ) \  < к(1 +  |ж|).
Основу задач теории позиционного управления системами составляет 
формализация в виде дифференциальны х игр сближ ения — уклонения, а 
основной результат этой теории — теорема об альтернативе, полученная
H. Н. Красовским и А. И. Субботиным и излож енная в монографии [3] д ля  
систем без эф ф екта запаздывания. А льтернатива д л я  систем с эфф ектом  
последействия в фазовых координатах получена Ю. С. Осиповым [4]. Д л я  
систем вида (1.1) с эфф ектом  последействия в управляющ их параметрах 
в работах [5, 6] изучены задачи сближ ения и уклонения фазового векто­
ра x(t)  системы и предыстории управления — функции щ(-) =  {^t(s) =  
u{t  +  s), —т < s < 0} — с некоторым целевым множеством к моменту в. 
При этом целевое множество выбирается в функциональном пространстве 
позиций системы (1.1) — троек {t, х ,щ(-) } .  Решение этих задач получены 
в виде экстремальных стратегий к стабильным множествам (или к после­
довательности вложенных стабильных множеств). Наличие запазды вания 
в управлении создает дополнительные трудности в формализации понятий
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движений, максимального стабильного множества и наделяет систему но­
выми эф ф ектам и [6]. Это связано в основном с некомпактностью множества 
управлений гг(£) и, как следствие, с некомпактностью пучка движений си­
стемы (1.1) в функциональном пространстве позиций. Расширение понятия 
управлений согласно схеме работ [7, 8] позволяет вводить не только аппрок- 
симационные движения, но и предельные движ ения системы (1.1), избежать 
процедуры прицеливания на последовательность стабильных множеств.
Обобщенным управлением  будем называть слабо измеримую на [£о,0] 
функцию д(£) со значениями во множестве вероятностных мер Радона на 
(.Р  х Р )  [1, 2], удовлетворяющую условию сопряж ения по запаздыванию [7]. 
Д л я  удобства чтения данной работы приведем это условие.
Рассмотрим г р т ( Р  х Р)  — множество вероятностных мер Радона, со­
средоточенных на декартовом произведении Р  х Р.  Проекциями меры у  Е 
гр т ( Р  х Р)  назовем меры Е грт(Р)  и Е г р т ( Р ), определенные на 
а -алгебре Е борелевских множеств В  из следующим образом: и^(В)  =  
у ( В  х Р ) , г]»(В) =  д (Р  х В).
Пусть 17([£о, 0 ] ,г р т ( Р  х Р ))  — множество всех слабо измеримых по £ 
функций д(£), значениями которых являю тся меры из г р т ( Р  х Р ). То­
гда всякая д(-) Е Е7([£о,0 ] ,г р т ( Р  х Р))  индуцирует пару функций ^ (* )  Е 
£7([£о, 0], грга(Р )) и у^(-) Е £7([£о, 0], грга(Р )), значения которых при всех 
£ Е [£(),0] являю тся соответствующими проекциями функции //(•).
Среди множества Р([£(ц 0], г р т ( Р  х Р ))  выделим подмножество функций 
д(£) (обобщенных управлений ), сопряженных по запаздыванию т
при почти всех £ Е [£о +  Р  0] ^ ( £  — т ) =  77/Х(^)-
Примером функций д(£) из Р([£о, 0], г р т ( Р  х Р )) , д л я  которых выполнено 
условие сопряж ения по запаздыванию, являю тся функции, представимые в 
виде
д(£) =  1/(£) х 1/(£ -  т), £ е [£ о,0], ^(-) Е Р([£0 -  г, 0], грт(Р) ) .
Например, если 1/(£) при всех £ — сосредоточенная мера, т.е. 1/(£) =  5(гг(£)), 
где гг(£) (обычное управление) — измеримая на [£о — т, 0] ф ункция со значе­
ниями в компакте Р, то действие обобщенного управления д(£) =  5(гг(£)) х 
5(гг(£ — г)) на систему (1.1) эквивалентно действию обычного управления. 
Однако, как показано в [7], в некоторых задачах оптимального управления 
системами с эфф ектом  последействия оптимальный результат достигается 
путем действия обобщенных управлений, не представимых в виде произве­
дения функций-мер. Например, обобщенное управление д(£) со значениями
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в г р т ( Р  х Р ) , где компакт Р  представляет собой отрезок [—1,1], вида
М*) =  ^ ( - 1 , - 1 )  +  ^ ( 1 Д )
удовлетворяет условию сопряж ения по запаздыванию, но непредставимо в 
виде произведения мер.
В соответствии с обозначениями работы [8] множество обобщенных упра­
влений будем обозначать Р([£(ь #]> г р т ( Р  х Р ))Т. Обобщенное управление 
заменит в системе (1.1) обычное управление гг(£) — измеримую на [£о,#] 
функцию со значениями в Р. М ножество обычных управлений будем обо­
значать Е7([*О,0 ] ,Р ) . Отметим, что будем ограничиваться обычным опреде­
лением управления у(-) Е Р([£о, 0], £?), так как система (1.1) не содержит 
запазды вания в этом управлении, трактуемом обычно как помеха.
Введенная в работах [7, 8] топология слабой сходимости на множестве об­
общенных управлений может быть индуцирована введением слабой нормы 
на множестве N  Э Р([£о, 0], г р т ( Р  х Р ) ) Т слабо измеримых на [£о, 0] функций 
со значениями во множестве / г т ( Р  х Р ) мер Радона [2, с.65] на Р  х Р  сле­
дующим образом. По теореме Д анф орда-П еттиса [2, с.299] пространство N  
изоморфно сопряженному к пространству В  =  1д([£о, 0], С ( Р  х Р ))  функций 
(/?(£, гг, гг) интегрируемых по £, непрерывных по гг и г;. Так как простран­
ство В  сепарабельно, то выберем в нем счетное всюду плотное множество 
{ ^ 1 ,^ 2 ,- }  и положим [2, с.303]
°° п0 п п
1Ы и =  Е 2^1  /  /  ¥ ^ , и ,™)^){<1и,ди)д1\1{1 + \\рэ\\в)^
7=1 Л 0 з р з р
где
11^ 7'Цб =  / т а х  \(р(Ь,и,и))\(Н.
Jt0 иеР^еР
Начальной (обобщенной) предысторией управления  назовем слабо изме­
римую на [—г, 0) функцию и (в) со значениями во множестве вероятностных 
мер Радона на (Р ). М ножество начальны х обобщенных предысторий упра­
влений будем обозначать и ( [ —т, 0), грт(Р) ) .  Топологию слабой сходимости 
на этом множестве можно индуцировать введением слабой нормы
и и 7
3=1
где {</??, </?2, ...} — счетное всюду плотное множество в пространстве В 0 =  
^\{[  — Т ^ ) ^ С { Р ) )  с нормой
оо „о р
=  Т ] 2~'?1 /  /  ‘р'}(з,и)и(з)((1и)(18\/(1 +  ||¥>5Нво),
.7
/>0
1Ы 1 в о =  / т а х  |(Д£, гг)|с?з. 
У-т
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Обобщенным управлением, сопряженным с начальной предысторией 
1/(5), назовем обобщенное управление д(£), удовлетворяющее условию
при почти всех £ Е [£(ь +  т\ 77 (^£) =  ^(£ — £о — т).
Это множество будем обозначать [7([£о, #], грга(Р  х Р ) ) Т^ .
Обозначим через £7([£о, 0 \ , грт (Р  х Р ) ) Т’М  множество обобщенных упра­
влений д(-) таких, что найдется такая  начальная предыстория !/(•) Е С/([—т, 
О ),грга(Р)), что д(-) Е £7([£(ц 0], гр т ( Р  х Р ) ) Т^ . В силу леммы 1 работы [7] 
и слабой компактности множества С/([—т, 0), грт(Р))  множество [7([£о,0], 
гр т ( Р  х Р ) ) Т’М  слабо компактно.
Обобщенной предысторией управления к моменту  £ Е [£о,0] назовем вся­
кую функцию д(-) =  { /^ ( з ) ,—т < <§ < 0} Е С/([—т, 0], гр т ( Р  х Р ))  та­
кую, что найдутся такие обобщенная начальная предыстория и(-) Е £/([—т, 
0),грга(Р )) и сопряженное с !/(•) обобщенное управление /}(•) Е [7([£о,0], 
гр т ( Р  х Р ) ) Т,г/, что
а) при £ Е [£о,£о +  г ] выполняется =  1/(£ +  5 — £о) при почти всех 
5 Е [—т, £0 -  £);
б) /^ (з )  =  д(£ +  «§) при почти всех 5 Е [т а х { —т, £о — £}, 0).
М ножество обобщенных предысторий к моменту £ будем обозначать 1ф,
множество обобщенных предысторий к моменту £, сопряженных с фиксиро­
ванной начальной предысторией ^о(’)? будем обозначать П^1. В силу леммы 
1 работы [7] множество 1ф компактно в топологии слабой нормы, определя­
емой при £ > £о +  т равенством
г ЗР ЗР 
а при £ < £о — равенством
1 М 0 1 и  =  +  \ \ ^ \ \ в )  +
+ ЕГ=1 ^ ~ i \ /<-<(,—г /р ¥?5(5>“)1/(в)(^и)^1/(1 +11^ 5 11р°)-
Обобщенной позицией  системы (1.1) назовем тройку |£ ,ж ,д г(-)} , где £ Е 
ж Е М п , Цг(') С М ножество всех обобщенных позиций будем обо­
значать р. Срезки множества обобщенных позиций по £ будем обозначать 
рг =  {(ж , //*(•)) : {£, ж, //*(•)} Ер}, срезки по £ и р г{-) будем обозначать Pt,fн(^ ) = 
{х  : {£,ж, дД-)} Ер}. Аналогичные обозначения будем применять д л я  срезок 
других множеств из пространства обобщенных позиций.
Будем говорить, что М  С р(£, ж, д)-замкнуто (или просто замкнуто), 
если оно замкнуто в топологии, индуцированной нормой ||{£, ж, щ(')} \\2 =
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£2 +  ||ж||2 +  ||/^(*)||^г Будем говорить, что М  С р(х,  д)-замкнуто, если все его 
сечения М\  замкнуты в топологии, индуцированной нормой ||(ж, щ('))\\2 =  
\\х \\2 +  1|£^(’)11иг Будем говорить, что М  С р х - замкнуто, если все его се­
чения М ^ ( .)  замкнуты в евклидовом пространстве Будем обозначать 
через \М] ж-замыкание множества М ; через М £ — совокупность позиций 
{£,ж,дг(-)} таких, что х  Е М £^  у  где через А £ обозначается ^-окрестность 
множества А  С
Обобщенной стратегией и  назовем отображение, ставящее обобщенной 
позиции р* =  {£*, ж*, (•)} системы (1.1) и числу £* Е (£*,#] в соответствие
функцию д(-) Е ?/([£*, £*), гр т ( Р  х Р ) ) Т^  , т.е. обобщенное управление, опре­
деленное на [£*,£*) и сопряженное с обобщенной предысторией
при почти всех £ Е [£*, т т { £ *  +  г, £*}] 77 (^£) =  ^  (£ — т).
Обобщенной стратегией V  назовем отображение, ставящее обобщенной 
позиции р* =  {£*, ж*, (•)} системы (1.1) и числу £* Е (£*,0] в соответствие
функцию 'с(*) Е £/([£*,£*), (5).
Пусть задано разбиение А отрезка [£о,0] точками £о < £1 < ••• < £дг =  0 с 
диаметром разбиения 5(Д) =  тахф£^+х — *0 < г.
Аппроксимационным обобщенным движением системы (1.1) из обоб­
щенной начальной позиции ро =  {£о, #(ь ^о(’)}? отвечающим обобщенной 
стратегии  С/, назовем пару функций {ж[£]д, д[£]д} =  {ж[£,ро> ^]д> М^]д}> 
определенных при £ Е [£о>0] следующим образом: на каж дом  полуинтервале 
[£г,£г-ы) ф ункция д[£]д — реализация стратегии и  по обобщенной позиции 
Рг — {£*> ж[£г]д> £^Д*]д} и числу £г+1; абсолютно непрерывная ф ункция ж[£]д 
удовлетворяет при почти всех £ Е [£*,£*+1) уравнению
хЩа = !  J  11 ^ ,х Щ А ,и,'ш)ц[Ь]А ((1и,(1'ш) + / 2(1,хЩА ,ь[Ь]),
здесь г>[-] Е £/([£*> £2+1)? £?) — какая-то реализация управления.
Аппроксимационным обобщенным движением системы (1.1) из обоб­
щенной начальной позиции ро =  {£о, £о, ^о(‘)}? отвечающим обобщенной 
стратегии V , назовем пару функций {ж[£]д,ц[£]} =  {ж[£,ро? ^]а?  /ф£]}> опре­
деленных при £ Е [£о,0] следующим образом: на каж дом  полуинтервале 
[£г,£г-ы) абсолютно непрерывная ф ункция ж[£]д удовлетворяет при почти 
всех £ уравнению
®Мд =  У £  / 1(2, ж М д,г4 ,м )/ф ](сЬ ,сМ  + / 2(^®М д>«М д))
здесь г?[£]д — реализация стратегии У по обобщенной п о зи ц и и ^  =  {£ ,^ ж[£*]д, 
д ^ [‘]} и числу £г+1, /ф] Е и([Ьо,в] ,грт(Р  х Р ) ) т,° — какая-то реализация
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обобщенного управления, сопряженного с обобщенной начальной предысто­
рией щ.
Обобщенным предельным движением системы (1.1) из обобщенной на­
чальной позиции ро =  {£о, #(ь ио(')}, отвечающим обобщенной стратегии  
и , назовем  п ару  ф ун кц ий  {ж[£],/ф]} =  {ж[£,ро, и], д[£]}, определенны х при 
£ Е [*о,0], таких, что сущ ествует последовательность обобщ енных аппрокси- 
мационны х дви ж ени й  {жг[*]д., д г[*]д.} =  {ж[£, {*о, щ }, т ак ая ,
что #г[£]д. сходится к ж[*] равном ерно н а [*о,0], А^Ид; сходится к ц\Ь\ слабо 
н а [*о?^] ПРИ условии, что 5(Д*) —> 0, если  г —> оо.
Отметим, что множество обобщенных предельных движений не пусто в 
силу того, что множество функций ж[*, {£(ц Жд, ^о(*)}? ^]д* равномерно огра­
ниченно и равностепенно непрерывно, а множество функций р г[£]д- принад­
леж ит слабо компактному множеству ?7([*о, 0], грга(Р  х Р ) ) т,г'°. При этом 
аф] Е С[*0,0], /ф ] Е С7([*о,0],грш (Р X Р ) ) г^°.
Аналогично определяется обобщенное предельное движение 
{ж[*,Ро, V*],//[*]} (где £ Е [*о,0]) системы (1.1) из обобщенной начальной пози­
ции ро =  {£(ь #(Ь ^о(*)}? отвечающее обобщенной стратегии У.
Пусть заданы  обобщенная начальная позиция ро — {£(Ь Ж(Ь ^о(’)} и мно­
ж ества М  С р  п N  С р,  которые в дальнейшем будем считать (£, х, /^ -зам ­
кнутыми.
Задача 1.1 (сближ ения с М  внутри АТ). Требуется построить об­
общенную стратегию и  такую, что для любого движения  {#[•],//[•]} =  
{ж[-,ро, и], /ф ]}  в некоторый момент  £ Е [*о,0] выполняется
причем для всех £ Е [£о,£)
( жМ>М-]} ^
Задача 1.2 (уклонения от М  вплоть до  выхода из АТ). Задано £ > 0. 
Требуется построить обобщенную стратегию V  такую, что для любого 
движения { х [*],/ф]} =  { х [*,ро, V], //[•]} из условия
{*[£]» а**[-]} е Щ
следует, что для некоторого момента  £ Е [*о,£] выполняется
{х[г] ,щ[-]}  £  Щ .
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2. У сл о в и я  р а зр е ш и м о с т и  з а д а ч  с б л и ж е н и я  и у к л о н е н и я  
в к л а с с е  о б о б щ ен н ы х  у п р а в л е н и й
У каж ем  условия разрешимости поставленных задач.
Пусть W a p .  Будем говорить, что множество W  и-стабильно  относи­
тельно М , если, каковы бы ни были позиция р* =  {£*, ж*, (•)} G W , момент
t* G (£*, в\ и управление v(-) G £7([£*, £*), Q), найдется такое обобщенное упра­
вление р(-) G £7([£*, £*), r p m ( P  x P ) Y ^  {y =  что
e  W*.,
или существует момент ту G [£*,£*] такой, что
G М ч.
Здесь и в дальнейшем ж(£,р*, //(•), ^ (0 ) =  — решение уравнения
*(*) =  а  f i ( t ,  x(t),  и, w)n(t)(du,  dw)  +  f 2(t, x(t),  v(t))
из начальной позиции p* при выбранных управлениях ц(-) и и(• ).
Л е м м а  2 .1 . Ес«/ш множество W  и-стабильно относительно замкнутого  
множества М ,  то его (ж, у)-замыкание W  также и-стабильно относи­
тельно множества М .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть последовательность позиций pi =  {£*, ж^ , ц\  (•)} из 
такова, что {жi} сходится к ж*, {/4Д ’)1 слабо сходится к {/^. (•)}. В си" 
лу определения тт-стабильности по числу £* и функции v(-) G £7([£*, t*), Q) 
найдутся обобщенные управления р г(*) G £7([£*, t*), r p m ( P  x P ) ) r ’^ ^ , что
или существует момент туг G [£*,£*] такой, что
{ж(т?г,р Ь Дг(-),ж (-)),^г(-)}  ^ Мц.
В силу слабой компактности множества £/([£*, t*), r p m ( P  х Р ) ) Т’М  можно 
выбрать слабо сходящуюся к р(-) G £/([£*, t*), r p m ( P  x P ) ) r >M подпоследо­
вательность ( будем обозначать ее такж е Дг(*)) и сходящуюся к 77 G (£*,£*] 
последовательность моментов туг такие, что
{x(t*,p*,n(-),v(-)),iJ,t*} G W f
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или
причем //(•) сопряжено с предысторией управления (Этот ф акт следу­
ет из теоремы Д анф орда-П еттиса [2, с.299].) Это и означает гг-стабильность 
относительно М  множества ТБ.
Будем говорить, что множество ТБ ь-стабильно  относительно ЛБ, если, 
каковы бы ни были позиция р* =  {£*, ж*, (•)} Е ТБ, момент £* Е (£*,0] и
обобщенное управление р(-) Е £/([£*, £*), г р т ( Р  х Р ) ) т,г/ (1/ =  ^ * ) ,  найдется 
такое обобщенное управление !/(•) Е ^([£*, £*), грга((3)), что
{х(Ь* ,р*, ц(-),и(-)),
или существует момент у Е [£*,£*] такой, что
м(0> "(О)» М ч(-)} ^
Здесь ж(£,р*, р(-), £/(•)) =  ж(£) — решение уравнения
эр  эр  эс}
из позиции р* при выбранных обобщенных управлениях р(-) и р (-).
Пусть ТБ — ж-замкнутое множество в пространстве обобщенных позиций. 
Назовем экстремальной к ТБ обобщенную стратегию Б °, ставящую обобщен­
ной позиции р* =  {£*, ж*, и числу £* Е (£*,0] в соответствие функцию
г>°(£) по правилу:
а) еслир* Е ТБ или ТБ^ ?/х* (.) =  0, то г>°(£) -  лю бая ф ункция из £/([£*, £*), (3);
б) если р* ^  ТБ, пусть вектор у Е ТБ^?/Х* (.) — ближайш ий к ж*, тогда 
выберем вектор г>° из условия
(:У ~  ж*)/2(£*,ж*,'У0) =  тах (у  -  ж*)/2(£*, ж*, и)
г;С(5
и положим г>°(£) =  г>°.
Пусть ТБ — ж-замкнутое гг-стабильное множество в пространстве обоб­
щенных позиций. Назовем экстремальной к ТБ обобщенную стратегию С/0, 
ставящую обобщенной позиции р* =  {£*, ж*, (•)} и числу £* Е (£*,0] в соот­
ветствие функцию р°(£) по правилу:
а) еслир* Е ТБ или ТБ^?/Х* (.) =  0, то р°(£) — лю бая ф ункция из [/([£*,£*), 
г р т ( Р  х Р ) ) т,/Х*;
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б) если р* ^  IV, пусть вектор у £ ^ * , /4  — ближайш ий к ж*, тогда
выберем вектор V* из условия
(у ~  ж*)/2(£*,ж*,С) =  т т ( у  -  ж*)/2(£*,ж*,г>),
положим г>*(£) =  V* при £ Е [£*, £*) и находим р°(£) из условия гг-стабильности 
множества \ ¥  по величинам р* =  {£*,р, £££*(•)} ^ ^  и функции г>*(£).
Пусть 1Т — некоторое множество в пространстве обобщенных позиций и 
р* =  {£*, ж*, //£*(•)} — некоторая обобщенная позиция. Обозначим
г (р„ИЛ) =  { № “  **!!> если ^ . . « . ( 0  + 0’
\  +оо, если И7^ ,^*  =  0.
Л е м м а  2 .2 . Пусть х-замкнутое множество Ш и-стабильно относитель­
но М .  Тогда если ро £ \ ¥ ,  то экстремальная к Ш обобщенная стратегия  
и 0 обеспечивает условие: для любого е > 0 найдется > 0 такое, что  
для всякого аппроксимационного обобщенного движения  {ж[(-)]д, р°[(-)]д} =  
{ж[(-),ро, ?7°]д, р°[(-)]д}, с д(А)  < 5о в точках разбиения выполняется
г[и] = г(рг,УУ) = г ( {и ,х[и]А ,11°.[-\д},ТТ) < £
для всех < ^ 1; где — либо первый из моментов где функция  р°(*) £ 
[ /( [^ 1, ^ 1+1, г р т ( Р  х Р ) ) Т^  назначена стратегией П° из условия
{х(г1,рг,р°(-),у(-)),р°(-)} £ М п, 
либо, если такого момента не существует,  =  в.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покаж ем, что если д л я  аппроксимационного обобщен­
ного движ ения {ж[* ]д ,р° [* ]д}  и момента ^ выполняется 0 <  г[£ф то
справедлива оценка
г 2[и+\] < г 2[и\( 1 +  С { и +1 -  и))  +  (^+1 -  и ) р ( и +х -  и) .  (2.1)
Так как, в силу гг-стабильности ТТ, выполняется г[^+х] < ||ж[^+х] — 
г {и+1)\\, где г(г) = х(Ь,ри р°{-), «*(•)), Р* =  {и,у ,р°и (-)}, у  € (.) — бли-
жайший к ж[£г]д, ^*(‘) =  удовлетворяет условию
(:У -  х[и\А)/2(и, х[и\А, V*) =  т Ы у  -  ж [ * г ] д ) / 2 (*г, х[и\А ,  г;),г;С(2
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то, в силу предположений о правой части системы (1.1), получаем
r 2[ti+i] <  \\x [U]a  -  У +  [  I I f i { t , x [ t ] A ,u,w)iJ,0( t ) ( d u , d w ) d t  -
Jti J p  J p
-  f  f  f  f i ( t , z ( t ) , u , w ) i J , 0( t ) ( d u , d w ) d t  + f  f 2(t, x[t]A , v[t ])dt  -  
Jti Jp  Jp  Ju
~ [  f 2 ( t , z ( t ) , v * ) d t \ \ 2 <  r 2[ti] +  2 f  (y  -  x[t i ]A ) ( f 2{ t , x[ t ]A ,v*)  -
Ju Jti
-  f 2(t, x[t\A ,v[t])dt +  2(tj+i -  U)(Li  +  L 2)r2[U] +  (t i+ 1 -  U)(p(ti+ 1 -  U),
где L i и L 2 — константы Липш ица функций f i  и /2  по х  д л я  подходяще­
го компакта в R n ; (p(S) — монотонно убывающая непрерывная функция, 
стрем ящ аяся к нулю при аргументе, стремящ емся к нулю.
В силу выбора вектора v* получаем оценку (2.1), где С  =  2(L\ +  L 2). 
П окаж ем по индукции, что если д л я  некоторого номера г'о выполняется 
r [U0\ > 0, то д л я  всех г'о < г < г*1, таких, что r[tj] > 0 д л я  г < j  < г, 
выполняется
Ли] < (г% 0] + <ете{С+т'-ио). (2.2)
База индукции. У тверждение (2.2) при г =  г'о выполняется.
Шаг индукции. Пусть (2.2) выполняется д л я  номера г такого, что r[ti] > 
О, тогда из (2.1) имеем
r 2[ti+1] < r 2[ti\( 1 +  C (t i+ 1 -  £;)) +  (ii+i -  ti)<p(5) <
< (r2[ti0] + + C ( t i+ 1 -  u))  + (ti+1 -  U M 8 )  <
— ( r 2[ti0\ +  <р{5))е^с+1^ г +  C ( t i + i — ti)  +  (tj+i — t i )) <
< (r2[tio] + ^ e (c+1)(*<+1“4
т.е. оценка (2.2) доказана д л я  i +  1.
Покаж ем, что из (2.2) вы текает утверждение леммы.
Пусть утверждение леммы неверно, это означает, что найдется е > О 
такое, что д л я  любого > 0, в частности, д л я  5 такого, что
¥>(<*о)е(с+1)(в- ‘о) < (2.3)
найдется аппроксимационное обобщенное движение {ж[*]д, д°[*]д} с д(А) < 
йо и момент ti < t{x такой, что
r[ti] > £. (2.4)
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Пусть ^  — наименьший из моментов, где (2.4) выполняется. Будем такж е 
предполагать, что настолько мало, что д л я  всякого аппроксимационного 
обобщенного движ ения с 6(А) < $о, если г[^-х] =  0, то
г2[и] < ^ е _(с+1)(0_*о), (2.5)
А
это выполняется в силу свойств системы (1.1).
Пусть и о- 1  < и  — наибольший из моментов, где выполняется г[^0_х] =  0, 
такой момент найдется, в силу условия ро Е Ж  Тогда
О <
в силу (2.5).
Из этой оценки, а такж е из (2.2), (2.3) получаем
Г2Ы  < И У  +  < §  +  § - « .
что противоречит (2.4). У тверждение леммы доказано.
Отметим, что схема доказательства этой леммы, а такж е последующих 
утверждений, составляющих теорему об альтернативе, аналогичны кон­
струкциям Н. Н. Красовского и А. И. Субботина [3].
Л ем м а 2.3. Пусть (х, у ) -замкнутое множество  ТТ и-стабильно относи­
тельно М . Тогда если ро Е \¥ ,  то экстремальная к ТТ обобщенная страте­
гия и 0 для всякого обобщенного движения  {ж°[-], у°[-]} =  {%[',Ро,и°], у°[-]} 
обеспечивает условие
{х°Щ, ц1\-]} € Ь < и <  в,
для всех моментов  £* таких, что
{ х ° [ Ц ,  ц°и {-)} € М и ,
если такого момента не существует, то £* =  в .
У тверждение этой леммы вы текает из утверж дения предыдущей леммы 
и определения обобщенного движ ения 
Из леммы 2.3 следует
Теорема 2.1. Пусть  (ж, у)-замкнут ое множество Ш и-стабильно отно­
сительно М , \ ¥  С N  и С М$. Тогда если ро Е \¥ ,  то экстремальная к 
ЦТ обобщенная стратегия 11° разрешает задачу 1.1.
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Л е м м а  2 .4 . Пусть х-замкнутое множество Ш , и-стабильно относитель­
но №  для некоторого 7  >  0 . Тогда если ро Е \ ¥ , то экстремальная к Ш 
обобщенная стратегия V 0 обеспечивает условие: для любого г > 0 найдется 
д0 > 0  такое, что для всякого аппроксимационного обобщенного движения
< до в точках разбиения выполня­
ется
для всех ^  где либо первый момент в котором функция и°(-) Е
и ^ и ^ и ^ О )  назначена стратегией V 0 из условия
либо, если такого момента не существует, =  в.
Д о к а з а т е л ь с т в о . П окаж ем , что если д л я  аппроксимационного обобщенно­
го д ви ж ен и я  { ж [ - ] д , / / [ • ]} и м ом ента Ц <  ^  вы п олн яется  0  <  гД ], то сп ра­
ведлива оценка
г 2[и+1] < г 2[и]( 1 +  С ( и +1 -  и))  + (и+1 -  и)<р(и+1 -  и).  (2.6)
Так как выполняется г[Д+1] < ЦжД+1] — ^ (^ + 1) ||, где г{Ь) =  ж (£,Д ,/ф], 
К ‘))> рг =  {и ,У ^и[-]} ,  У € ~~ ближайш ий к Д Д д , г;°(-) =  г;°, и°
ф у н кц и я  (обобщенное управление) !/(•) Е и  ([и, ^г-ы)? грт{(^) вы бран а из 
условия ^-стабильности  ТТ по £^+1 и р(-) Е и  ([и, £г-ы)> гр т (Р  х Р ) ) т,г/, 
(1/ =  1/^), то, в силу предполож ений  о правой части  системы  (1.1), получаем
-  /2 (М М д ,« 0М £ ) ( ^ ) ^ + 2 ( ^ +1-^)(1 ,1+ 1 ,2)г2[£г] +  (£г+1-£гМ ^+1-*г),
где и Т 2 —  константы  Л и пш иц а ф ун кц ий  Д  и Д  по ж; <р(5) —  монотон­
но убы ваю щ ая н еп реры вн ая  ф ун кц и я , стр ем ящ аяся  к нулю  при аргум енте, 
стрем ящ ем ся к нулю.
у довлетворяет условию
(У ~  ж[^]д)/2(^,ж[^]д,г)°) = шах(у -  ж[^]д)/2( ,^ ж[ ]^Д, г;)
г;С<2
/  /  «/^1(^ 5 /^ '(^ ')? ^5 )У[ ]^(ди , би)^д$' I  е/^2(^5 ^ )с/£
[  [  / 2( М ( Д  г’М * )(сИ с ^ ||2< г 2[£;]+2 [  [  ( у - х [ и \ д)(/2(*,жМд,«)
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В силу выбора вектора у° получаем оценку (2.6), где С  =  2(Ь\ +  £ 2).
Из этой оценки, аналогично тому, как в доказательстве леммы 2.2, по­
казы вается по индукции, что если д л я  некоторого номера г'о выполняется 
т[и0\ > 0, то д л я  всех г'о < г < г'х таких, что г[^] > 0 д л я  г <  ^ < г, 
выполняется
Ли] < (Ли0\ + ф ))Л с+1^ о ) .  (2.7)
Покаж ем, что из (2.7) вы текает утверждение леммы.
Пусть утверждение леммы неверно, это означает, что найдется г > 0 
такое, что д л я  любого > 0, в частности, д л я  такого, что
^ 0)е(С+1)(^ о) < (2.8)
найдется аппроксимационное обобщенное движение {#[-]д,//[•]} с 6 (А)  < 
и момент такой, что
г[и\ > е. (2.9)
Пусть -  наименьший из моментов, где (2.9) выполняется. Будем такж е 
предполагать, что настолько мало, что д л я  всякого аппроксимационного 
обобщенного движ ения с 6(А) < $о, если г[^-х] =  0, то
Л и ]  < £- е - ( с+1№ - г° \  (2.10)
это выполняется, в силу свойств системы (1.1).
Пусть и о- 1  < и  — наибольший из моментов, где выполняется г[^0_х] =  0, 
такой момент найдется, в силу условия ро Е IV. Тогда
о < Ли0] <
в силу (2.10).
Из этой оценки, а такж е из (2.7), (2.8) получаем
Г2Ы  < И У  +  < |  +  |  =  £,
что противоречит (2.9). У тверждение леммы доказано.
Из этой леммы вы текает
Теорема 2.2. Пусть  (ж, у)-замкнут ое множество Ш и-стабильно отно­
сительно И £ и ТТ П М £ =  0 для некоторого е > 0. Тогда если ро Е ТТ; то 
экстремальная к ТТ обобщенная стратегия V 0 разрешает задачу 1.2.
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Л ем м а 2.5. Пусть х-замкнутое множество Ш и-стабильно относитель­
но М , Ш С N  и Ше С М$. Тогда если ро Е \ ¥ , то экстремальная к Ш об­
общенная стратегия и 0 обеспечивает условие: для любого г > 0 найдутся  
5о > 0 и а  > 0 такие, что для всякого аппроксимационного обобщенного 
движения  {ж[*]д, У°[-]а }  =  {# Ь р о ,  £7°]д,//°[*]д}, с 6( А )  <  ёо и начальной по­
зицией ро =  {^о, жо, ^о(*)} такой, что  ||жо — #о|| ^  6 некоторый момент
£ Е [£о 5 @\ выполняется
{®[£]д>а*|[-]} е  М Ь
причем для всех £ Е [£о,£)
{®Ид,м?[-]} е
Д оказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 2.2. 
Обозначим через К (М, е0) дополнение до множества р  множества всех
тех обобщенные позиции р*, д л я  каж дой из которых, как из начальной, раз­
решима задача сближ ения по крайней мере с одним множеством [Ме*] вну­
три [ЛЛ*], где 0 < £* < е0.
Л ем м а 2.6. Д л я  всякого е0 > 0 множество К  =  К (М , е0) является V- 
стабильным относительно  ЛЛ° и К  П М £о =  0.
Д оказательство. Пусть К  не является г’-стабильным относительно ЛЛ°. 
Тогда найдутся обобщенная позиция р* =  , ж*, (•)} Е X, число £* Е
(£*,0] и обобщенное управление //*(•) Е Л([£*, £*), гр т (Р  х Р )) Т^  такие, что 
множество Х{Ь) =  {х  =  ж(£,р*, //*(•), ^(-)) : ^(') ^ ^"([£*Д*)> Ф)} содержится 
внутри при всех £ Е [£*,£*], а множество X  = {х  = ж(£*,р*, //*(•), 'г(-)) :
и(-) Е £/([£*,£*)} не пересекается с К ^ ^ у у  Отметим, что, в силу определе­
ния ^-стабильности, множество X  замкнуто и поэтому является компактом.
Возьмем произвольный вектор Х{ Е X .  Д л я  обобщенной позиции р{ =  
{£*, цр  (•)} найдется число £$, 0 < < £о> и обобщенная стратегия [Л,
разреш аю щ ая д л я  р{ задачу сближ ения с [М е*] внутри [ЛЛ*]. Выберем чи­
сло £* так, что ^  < £* < £0. Тогда найдется число ё* > 0 такое, что 
д л я  всякого аппроксимационного обобщенного движ ения М -]д ,м Т ]д }  =  
{Д-,Рг, £Л]д, д г[*]д}, с 5(Д) < 5* д л я  некоторого момента у Е [£*,0] выполня­
ется *[»]д € (2 .1 1)
причем
®Мд е е [**>»/]•
Вдоль таких аппроксимационных обобщенных движений составим обобщен­
ные позиции {£, ж,//Д-)}, £ > £*,ж =  ж[£]д, Дт(-) =  /4(')> вплоть до моментов ту,
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где выполняется (2.11). Обозначим это множество через ТВ®. По построению 
ТВг является гг-стабильным относительно М е**, ТВг С X е* и ТВ# с  М £в'.
В силу леммы 2.5 экстрем альная к [В™] обобщенная стратегия [7°,г обла­
дает свойством: по числу £** такому, что г* < £** < £0, найдутся числа 
5** > 0 и а{ > 0 такие, что д л я  всякого аппроксимационного обобщенного 
движ ения {ж[-]д,р°,г[-]д} =  {аф,р*, [7°,г] с  д(А) < 6** и начальной 
позицией р  ^ =  {7*, (•)} такой, что
Н'Тг 3?г|| ^  , (2.12)
в некоторый момент £ Е [£*, в] выполняется
(2.13)
причем д л я  всех £ Е [£*,£)
{ * М д ,м П - ] } е л ? Г\
Вдоль таких аппроксимационных обобщенных движений составим обобщен­
ные позиции {£, ж, //*(•)}> £ > £ * , #  =  ж[£]д, щ  — 1Н'г, вплоть до моментов £, где 
выполняется (2.13). Обозначим это множество через ТВ*,г. По построению 
ТВ*,г является гг-стабильным относительно М е***, ТВ *’* с  хеГ и тв#*,г с  м£вг .
Покроем X  системой окрестностей вида (2.12) и выберем конечное под­
покрытие г =  1 , ...,га. Пусть г =  тахЦ ё**}, тогда 0 < £ < £0. Составим 
множество ТВ обобщенных позицийр =  {£,ж,рЦ-)}, £ > £*, где
а) при г е  [г*,г*]: х  = ж(г,р*,/х(-),«(•))> *>(•) € /**(•) =  /**(•);
б) при г € (Г , в] : Ж  =  и ;=1,...,т 1У Ч
М ножество ТВ является гг-стабильным относительно М е, [ТВ] содержит­
ся в [Xе] и [ТВ#] С [М |]. Так как р* Е ТВ, то экстрем альная к [ТВ] обобщенная 
стратегия [7°, в силу теоремы 2.1, разреш ает задачу сближ ения с [М £] вну­
три [Xе], а так как е < £0, то это противоречит тому, что р* Е К.
Из леммы 2.6 и теоремы 2.2 вы текает
Т е о р е м а  2.3 . Д л я  любой обобщенной позиции  ро и любой пары замкнутых  
множеств М  и N  либо для любого г > 0 разрешима задача сближения с 
[М£] внутри  [Xе], либо разрешима задача уклонения от М  вплоть до выхода 
из N .
Цель дальнейш их рассуждений — доказать усиление теоремы 2.3 — тео­
рему об альтернативе в дифференциальной игре, складываю щ ейся из задач 
1.1 и 1.2.
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Л ем м а 2.7. Пусть для обобщенной позицииро неразрешима задача уклоне­
ния от М  вплоть до выхода из N . Тогда существует последовательность  
(х, у )-зам кнут ы х множеств такая, что для всех натуральных i вы­
полняется ро Е 1В(г+1) С и-стабильно относительно  [М е*],
С [М£в% ^ ( 0  с  [ К %  81 монотонно стремится к нулю при росте г.
Д оказательство. Пусть д л я  ро неразреш има задача уклонения от М  вплоть 
до выхода из N.  Тогда по теореме 2.3 д л я  всякого достаточно малого поло­
жительного числа е/3  разреш има задача сближ ения с [Ме/ 3] внутри [Xе/ 3]. 
Это означает, что найдется обобщенная стратегия и  такая, что по числу г /3  
найдется число > 0, такое, что д л я  всякого аппроксимационного обобщен­
ного движ ения {ж[*]д, /4*]д} =  {#[-,роД ]д > /4 ’]д}> с в некоторый
момент £ Е [£о, 0] выполняется
{®[£]д,/**(•)} е [М^ Ъ
причем д л я  всех £ Е [£о, £]
Вдоль таких аппроксимационных обобщенных движений составим мно­
жество ТВ(е, и )  обобщенных позиций {£,ж,рг(-)},  ^ С [£о>£]> % — ж[£]д, щ(' )  =  
рф]д. М ножество ТВ(е, и )  и -стабильно относительно [М(2е)/3], \¥(е)$  С 
[ М ^ £)/\  \¥ (г )  С [Х(2е)/3]. Но тогда и множество
УУ(е) = ииУ У(е,и),
где объединение берется по всем стратегиям, разрешающим д л я  ро задачу 
сближ ения с [Ме/ 3] внутри [Xе/ 3], обладает этими свойствами.
Возьмем последовательность чисел г г =  I =  1 , 2 , . . . ,  тогда соответ­
ствующая последовательность (х, р)-зам ы каний множеств ИЦе) обладает 
указанными в формулировке леммы свойствами.
Л ем м а 2.8. Пусть последовательность (х, у )-зам кнут ы х множеств  
такова, что для всех натуральных i выполняется  Ц7(г+1) с  и-
стабильно относительно  [М е*], е% монотонно стремится к нулю приросте  
г. Обозначим
\¥  =
Тогда множество Ш является и-стабильным относительно М.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, т.е. найдутся обобщенная пози­
ция р* Е IV  =  число £* Е (и ,  в] и ф ункция г’(-) Е £/([£*,£*), (3) такие,
что д л я  любого обобщенного управления д(-) Е £/([£*,£*), гр т (Р  х Р )) Т^  
выполняется
(2-14)
и г] Е [£*,£*] такой, что
{ж(77,р*,м(-)Х-))>М»?(-)} £  Щ  (2-15)
д л я  всех г] Е [£*,£*].
Возьмем натуральное г. Обозначим через и  {г) множество обобщенных 
управлений д(-) Е ^ ([£*,£*), грга(Р  х  Р )) Т^  таких, что выполняется
{®(**,р *,а* (0 Х 0 )» а**'(0} ^ тг/,г),
а через С7(г) множество обобщенных управлений д(-) Е £7([£*, £*), гр т (Р  х  
Р ) ) т,г/ таких, что найдется момент £ Е [£*,£*] такой, что
М £ , р * ,М - ) ,0 ) > мД ) }  е  [ м | ‘].
В силу ы-стабильности множеств И-’ при любом г множества и  (г) и II (г) 
одновременно не пусты. Имеются две возможности:
1) при всяком г множество и  {г) не пусто;
2) найдется номер г0, начиная с которого и  {г) пусто, тогда [/(г) не пусто 
при любом г.
Рассмотрим первую возможность. Заметим, что при всяком г множества 
и  {г) слабо замкнуты и выполняется и  {г +  1) С и{г).  В силу компактности 
множества £/([£*, £*), гр т (Р  х Р ) )Т,1/ в слабой топологии, центрированная си­
стема {С/(г)} его замкнутых подмножеств имеет непустое пересечение, т.е. 
найдется обобщенное управление //*(•) Е и ( [ и ,Р ) , г р т ( Р  х  Р ))Т,1/ такое, что
д л я  любого г. Это означает
{ * (* > .,/* * (•) ,« (• )) ,М - ) } е
что противоречит (2.14).
Рассмотрим вторую возможность. К ак и в первом случае, устанавливает­
ся существование обобщенного управления //*(•), принадлежащ его пересече­
нию множеств £7(г). Это означает существование последовательности чисел 
£г £ [£*,£*] такой, что
/**(•)> «(•)), /*€(•)> €
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Из последовательности можно выбрать подпоследовательность, сходящу­
юся к некоторому числу у Е [£*,£*]. Тогда, в силу (£, х, р)-замкнутости мно­
ж ества М , имеем
что противоречит (2.15).
Из лемм 2.7, 2.8 и теоремы 2.1 следует теорема об альтернативе.
Т е о р е м а  2.4 . Д л я  любой обобщенной позиции  ро и любой пары замкнутых  
множеств М  и N  либо разрешима задача 1.1 сближения с М  внутри  X , 
либо разрешима задача 1.2 уклонения от М  вплоть до выхода из N.
3. Задача сближ ения—уклонения
в классе обычных управлений с последействием
В этом разделе будем рассматривать только обычные управления и(-) Е 
£7([£о, в], Р ), т.е. измеримые на [£(),0] функции со значениями в Р , и соот­
ветственно обычные предыстории управления щ(-) Е С7([—т, 0 ) ,Р )  =  П0 к 
моменту £. Всякую тройку {£, ж,г^(-)}, где £ Е [£о,$], ж ^ ^ ( ’) ^ П0,
будем называть позицией. М ножество всех позиций будем обозначать /9().
Стратегией и  назовем отображение, ставящее позиции р* =  {£*,#*, 
ии ( ') }  системы (1.1) и числу £* Е (£*,0] в соответствие функцию гг(-) Е 
С7([£*,£*), Р ) . Стратегией V  назовем отображение, ставящее позиции р* =  
{£*, ж*, (•)} системы (1.1) и числу £* Е (£*,0] в соответствие функцию
< )  Е Р ([£ * ,£*),£?).
Пусть задано разбиение А отрезка [£о,0] точками £ о < £ 1 < . . . < £ д т  =  ^ с  
диаметром разбиения 5(Д) =  тахф£^+х — и) < Т.
Д виж ением  (аппроксимационным) системы  (1.1) пз начальной пози­
ции  ро =  {£о, £(ь ^о(‘)}? отвечающим стратегии  [7, назовем пару функций 
{ж[£]д, гг[£]д} =  {ж[£,ро, 77]д, гг[£]д}, определенных при £ Е [£о,0] следующим 
образом: на каж дом  полуинтервале [£г, £г+1) ф ункция гг[£]д — реализация 
стратегии [7 по позиции р{ =  {£^ , ж[£^]д, г ^ [ - ] д }  и числу £^+х; абсолютно не­
прерывная ф ункция ж[£]д удовлетворяет при почти всех £ Е [£г? £г+1) уравне­
нию
я[£]д =  Н (£,ж[£]д,гг[£]д,гг[£ -  т ] д )  +  / 2 (£, ж[£]д, г;[£]),
здесь г>[-] Е 77([£г, £г+1)? £?) — какая-то реализация управления.
Д виж ением  (аппроксимационным) системы  (1.1) из начальной пози­
ции  ро =  {£о,#о,^о}5 отвечающим стратегии V , назовем пару функций 
{ж[£]д, гг[£]} =  {ж[£,ро, ^ ]д ,  гг[£]}, определенных при £ Е [£о,0] следующим
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образом: на каж дом  полуинтервале [t^t^+i) абсолютно непрерывная ф унк­
ция x[t\A удовлетворяет при почти всех t уравнению
x[t\д  =  f l i t ,  x[t]A , u[t],u[t -  т]) +  / 2(t, x[t]A , v[t]A ),
здесь v[t]A — реализация стратегии V  по позиции pi =  {U,x[ti\A ,u tJ*]} и 
числу ti+1, и[-] G E7([i<,i<+i ,P )  — какая-то реализация управления.
Пусть [А] — замыкание множества А  С и — откры тая е-окрест- 
ность А.  Ч ерез Mt  и обозначим сечения множества М  С ро соответ­
ственно по £ и по паре {t,^(-)} . Через [М] и М £ обозначим совокупность 
позиций { t,£ ,^ (-)}  таких, что ж G [MtfU^ ]  и ж G М £и^у
Пусть заданы  начальная позиция ро =  {to, £о, ^o(’)} и множества М  С ро 
и iV С ро-
Задача 3.1 (сближ ения с М  внутри N ) .  Требуется построить стра­
тегию U0 со свойством: для любого е > 0 найдется 5о > 0 такое, что для 
всякого движения  {ж[*]д, гх°[*]д } =  {x[-,po,U°]A ,u°[-]A } с диаметром разби­
ения д(А) < до в некоторый момент  £ G [to,#] выполняется
*К]д € (3.1)
причем для всех t G [to, С)
*/,,,}[.].■ (3.2)
Задача 3.2 (уклонения от М  вплоть до  выхода из N ) .  Требуется 
построить стратегию V 0 со свойством: найдутся г > 0 и 5о > 0 такие, 
что для всякого движения  {ж[*]д,гф]д} =  ы  ^ ° ]д , гф]д} с диаметром  
разбиения 5(A) < 5о из условия
следует, что для некоторого момента t G [to, £] выполняется
®Мд i  Щ м .у
У каж ем  условия разрешимости поставленных задач.
Пусть W  С ро- БуДем говорить, что множество W  (у, и)-стабильно  от­
носительно М , если, каковы бы ни были позиция р* =  {t*, ж*, (•)} G W ,
момент t* G (t*,0], управление v(-) G U([t*,t*),Q)  и число 7 > 0, найдется
такое управление и(-) G £ /([t* ,t* ),P ), что
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или существует момент у Е [£*,£*] такой, что
х(т),р*,и(-),ь(-)) 6 Щ ^ (.у (3.3)
Здесь ж(£,р*, и(-), у (-)) =  ж(£) — решение уравнения (1.1) из начальной 
позиции р* при выбранных управлениях и(-) и и(-).
Будем говорить, что множество IV  (7 , и)-стабильно  относительно И £, 
если, каковы бы ни были позицияр* =  {£*, ж*, (')} Е И^, момент £* Е (£*, 0],
управление и(-) Е £*), Р )  и число 7  > 0, найдется такое управление
г;(-) Е £/([£*,£*), (5), что
или существует момент у Е [£*,£*] такой, что
«(•)>«(•)) 0
Теорема 3.1. Пусть множество Ш (7, гг)-стабильно относительно М ,  
\ ¥  £ N  и С [М$\. Тогда, если ро Е \¥ ,  то экстремальная к Ш страте­
гия и 0 [6] разрешает задачу 3.1.
Теорема 3.2. Пусть множество Ш (7, и)-стабильно относительно И £ и 
Ш П М £ =  0 для некоторого е > 0. Тогда если ро Е \¥ ,  то экстремальная к 
[6] стратегия V 0 разрешает задачу 3.2.
Теорема 3.3. Пусть дана последовательность множеств такая, что 
для всех натуральных  г выполняется  ро Е и кроме того,
1) ит(<+1) с
2) } ¥ ^  (7, и)-стабильно относительно М £{,
3) С
4) УУ® С Л^£% монотонно стремится к нулю при росте г.
Тогда экстремальная к последовательности множеств стратегия 
и 00 [6] разрешает задачу 3.1.
Теорема 3.4. Д л я  любой позиции  ро и любой пары множеств М  и N  либо 
разрешима задача 3.1 сближения с М  внутри И , либо разрешима задача 3.2 
уклонения от М  вплоть до выхода из N . В  случае если разрешима задача
3.1, то ее разрешает стратегия  [ /00, экстремальная к последовательности  
множеств с перечисленными в теореме 3.3 свойствами; в случае, если 
разрешима задача 3.2, то ее разрешает стратегия V 0, экстремальная к 
множ еству Ш с указанными в теореме 3.2 свойствами.
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Д оказательства этих теорем приведены в работе [6] в случае отсутствия 
ограничений, т.е. N  =  /9д, и проводятся по схемам аналогичных утверж де­
ний предыдущего раздела.
Установим связь меж ду разрешимостью задач 1.1-1.2 и задач 3.1-3.2.
Всякое управление гг(£) Е £Д[£*, £*], Р)  можно отождествить с сосредото­
ченным обобщенным управлением д(£) =  5(гг(£) хгг(£ —т)) Е £Д[£*, £*], гртп(Рх 
Р ))Т [8], поэтому множество обычных позиций р$ вклады вается во множе­
ство обобщенных позиций р  и заданную начальную  позицию ро =  {£о,Ж(ь 
^ 0(5)} будем отож дествлять с обобщенной начальной позицией ро =  {£о,Ж(ь
^ (^ о (5))} е  Р •
Будем предполагать, что целевое множество М  и ограничивающее мно­
жество ТУ, фигурирующие в задачах 3.1 и 3.2, удовлетворяют следующему 
условию.
Условие 3.1 Множества М  и N  замкнуты в пространстве р  ((в смы­
сле (£, ж, у)-замыкания).
Такому условию удовлетворяют, например, нефункциональные множе­
ства, сечения которых замкнуты в К п+1.
Теорема 3.5. Пусть заданы ро Е ро, М  С ро, N  С рои  выполняется усло­
вие 3.1. Тогда задача 3.2 разрешима, если и только если разрешима задача 
1.2 .
Д оказательство. Пусть разреш има задача 1.2, которую разреш ает обоб­
щ енная стратегия V 0. В сякая обобщенная стратегия V  задает обычную 
стратегию V  (см. определения). М ножество аппроксимационных движений 
{х[-,ро, У°]д, гф]} содержится во множестве обобщенных аппроксимацион­
ных движений {х[-,ро, У °]д, /4 ']}> поэтому стратегия V 0 разреш ает задачу
3.2.
Пусть разреш има задача 3.2. Тогда существует множество ТТ с р $  со 
свойствами: множество ТТ (7 , г>)-стабильно относительно И £ ТТ П М £ =  0 
д л я  некоторого £ > 0 и ро Е ТТ. Такое множество можно построить, на­
пример, вдоль аппроксимационных движений {х\Ь,р$, Т °]д , иЩ}, где V 0 — 
разреш аю щ ая задачу 3.2 стратегия. Пусть ТТ — (х , д)-замы кание множества 
1Т в пространстве обобщенных позиций. Проверяется по определению, что 
множество ТТ является г’-стабильным относительно И £ и ТТ Г)М£ =  0. Тогда 
экстрем альная к 1Т  обобщенная стратегия разреш ает задачу 1.2 .
Из этой теоремы и теорем об альтернативе 2.4 и 3.4 вы текает 
Следствие. При выполнении условия  3.1 задача 3.1 разрешима тогда и 
только тогда, когда разрешима задача 1.1 и, таким образом, указанные 
задачи эквивалентны.
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